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あらまし メタマテリアル（Metamaterial）は今までに知られていない新しい物理的特性をもつことから最近
注目を集めている．特に誘電率と透磁率がともに負の値をもつ DNG（Double NeGative）媒質は，その作成法
が明らかになったことからマイクロ波コンポーネントやアンテナに応用されつつある．そこで本論文では，DNG

メタマテリアルをマイクロストリップアンテナや RFID（Radio Frequency IDentification）に代表される平面
構造を有するアンテナに応用することを目的に，その基本特性を知る上で重要となるダイアディックグリーン関
数の新しい表現法を導出する．平板状媒質に対するダイアディックグリーン関数は従来円柱座標に対するベクト
ル波動関数の級数和など，いくつかの表現が提案されているが，数値計算などを考えると必ずしも便利な表現で
はない．本論文では，このグリーン関数を方形アンテナや任意の直線状アンテナの解析に便利なように直角座
標表現に変換し，これをもとに DNG スラブ近傍アンテナの基本的な性質を検討する．なお，ダイアディックグ
リーン関数を導出する際には，一般性をもたせるために深さ方向に不均質とする．また，電気壁あるいは磁気壁
がある場合についても検討する．
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1. ま え が き

メタマテリアル（Metamaterial）は今までにない

新しい物理特性をもつことから最近注目を集めて

いる [1]～[6]．メタマテリアルとは，誘電体，磁性体

あるいは周期構造の金属から構成される人工媒質

であり，フォトニックバンド構造 [2]，誘電率と透磁

率がともに負になる DNG（Double NeGative）媒質

（NIM：Negative Index Material（Medium），LHM：

Left Handed Material（Medium）あるいは NIR：

Negative Index of Refraction Material（Medium）

とも呼ばれる）[1], [3]～[6]，あるいはキラル媒質 [7]な

どもその一種である．すなわち，メタマテリアルとは

等価的な比誘電率，比透磁率が等方性あるいは異方性

を示す媒質で，その要素は任意の値をとり得る媒質の
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ことであるともいえる．これに対して通常の等方性媒

質の比誘電率，比透磁率は 1以上の値をとる．

メタマテリアルの中でも特にDNG（あるいはLHM）

は比較的容易に実現できることからマイクロ波コン

ポーネントや漏れ波アンテナ等に応用されている [8]～

[11]．そこで本論文では，DNG媒質をアンテナの分野

に応用する際の基本的な電磁界特性を調べるために，

誘電率も透磁率もともに任意の値をとる平面層状媒質

に対するダイアディックグリーン関数の直角座標表現

を導出し，それをもとに DNGスラブ近傍アンテナの

基本的な性質について検討する．なお，ダイアディッ

クグリーン関数を導出する際には，一般性をもたせる

ために媒質は深さ方向に不均質とする．また，導体地

板の問題に応用できるように，電気壁や磁気壁がある

場合についても検討する．

このような平板状媒質に対する電磁界問題は，マイ

クロストリップアンテナや RFID（Radio Frequency

IDentification）に代表される平面アンテナの特性を知

る上で基本となる重要な問題であり，Sommerfeld [12]
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の先駆的研究以降，極めて多くの研究報告がなされ

ている [13], [14]．紙面の都合でそれらすべてを解説す

ることはできないが，この問題の基本となるダイア

ディックグリーン関数の導出方法あるいはそれに基づ

く表現方法としては主に，ベクトルモード関数を用い

るもの [15]～[17]，Sturm-Liouville理論に基づく固有

関数（モード関数）展開を一次元のスカラ特性グリー

ン関数表現に置き換えるもの [16], [18], [19]，及び媒質

境界に平行な面で（あるいは深さ方向も含めて）フー

リエ変換する方法があり [20]～[22]，スペクトル領域

法とも呼ばれている．この方法は平面アンテナの問題

に広く応用されているが [23]，電磁界の特性を求める

には基本的に二次元の逆フーリエ変換が必要になる．

第 2の方法は最近ダイアディック固有関数表現へと拡

張された [24]．これらの方法は，主に均質媒質，ある

いは地板付き均質媒質に応用されているが，これを均

質多層媒質に拡張しようとすると，深さ方向の表現が

複雑になる．このため，数値計算の効率化や物理的解

釈の容易さを目的に，いくつかの別表現が提案されて

いる [17], [25]～[28]．しかし，一般の不均質媒質の表

現方法を扱った報告は見当たらない．これに対してベ

クトル波動関数を用いた表現方法では，比透磁率が 1

の特別な場合であるが深さ方向のスカラ関数の満たす

べき微分方程式が既に与えられていること [15]，本論

文の目的の一つは DNG媒質の一般的性質を通常の媒

質と比較しながら明らかにすることであること，第 2，

第 3の方法では深さ方向のスカラ関数を伝送線路モデ

ル等で構成するため，不均質媒質に拡張できたとして

も媒質定数が特性インピーダンスや反射係数として現

れ，媒質の性質による特性の相違を抽出するためには

複雑な取扱いが必要になるであろうと予想されること

等を考慮し，ベクトル波動関数表現に基づいて検討す

ることとした．ただし，この表現式は円柱座標におけ

るベクトルモード関数の級数和として表されているた

め，方形アンテナや折れ曲がりアンテナを解析しよう

とするとアンテナ形状自体が円柱座標の関数となり扱

いが煩雑となる．もちろん媒質に平行な円形アンテナ

の場合には円柱座標のままの方がよいが，直角座標の

方がより広範囲の問題を扱うのに便利であると考えら

れる．そこで本論文では，円柱座標のダイアディック

グリーン関数を直角座標表現に変換することとした．

本論文の前半では，後の議論で必要になることから，

まず一次元不均質媒質に対するダイアディックグリー

ン関数を円柱座標のベクトル波動関数で表現する古典

的な方法を簡単に紹介し，次に適当な変換を行うこと

によって単純化された直角座標表現を導出している．

この際，媒質による影響の考察を容易にするために，

波源側の領域ではダイアディックグリーン関数を直接

波成分と散乱波成分とに分離した．また，数値計算や

物理的解釈の利便性を考え，散乱波，透過波成分のダ

イアディックグリーン関数はできる限り直角座標にお

ける自由空間のダイアディックグリーン関数に類似す

るような表現形式に変換した．後半では，この単純化

されたダイアディックグリーン関数表現をもとに，屈

折率が −1 の DNG媒質近傍アンテナの基本的な性質

について述べる．

2. 電気型ダイアディックグリーン関数

2. 1 ベクトル波動関数による表現

図 1 のように z > 0 の領域に電流源 J(r′) がある

場合の電気型ダイアディックグリーン関数を

G
(e)

(r, r′)

=


 G

(e)

0 (r, r′) +G
(e)

s (r, r′), z > 0

G
(e)

t (r, r′), z ≤ 0

(1)

と表すと，直接波成分 G
(e)

0 (r, r′) と散乱波成分

G
(e)

s (r, r′) は，z ≤ 0 の領域が均質である場合と

全く同様に真空中のベクトル波動関数によって表され

る [15]．一方，z ≤ 0 の不均質領域における電界が満

たす波動方程式

∇×
{

1

µr(z)
∇×E(r)

}
− k2

0εr(z)E(r) = 0 (2)

の解を，均質の場合にならって求めると，次の二つの

ベクトル波動関数を得る [15], [29]．

図 1 不均質媒質上の電流源
Fig. 1 Current source above inhomogeneousmedium.
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


M (e)(r) = ∇×
{
Ψ(e) ẑ

}
N (e)(r) =

1

k0εr(z)
∇×∇×

{
Φ(e)(r) ẑ

} (3)

式 (3)の M (e)，N (e) を式 (2)の E に代入すること

によって，スカラ関数 Ψ(e)(r) と Φ(e)(r) が満たすべ

き微分方程式を容易に得ることができるが，これらを

円柱座標で表したときの基本解をそれぞれ Ψ
(e)
e
o

nλ
(r)，

Φ
(e)
e
o

nλ
(r) と書くと，




Ψ
(e)
e
o

nλ
(r) = Zn(λρ)F

(e)(λ, z)
cos

sin
nφ

Φ
(e)
e
o

nλ
(r) = Zn(λρ)F

(m)(λ, z)
cos

sin
nφ

(4)

となる．ただし Zn(λρ) はベッセル関数であり，関数

F (e)(λ, z)，F (m)(λ, z) はそれぞれ次の微分方程式を

満足する．

d2F (e)

dz2
− 1

εr(z)

dεr

dz

dF (e)

dz

+
{
k2
0εr(z)µr(z)− λ2

}
F (e) = 0 (5)

d2F (m)

dz2
− 1

µr(z)

dµr

dz

dF (m)

dz

+
{
k2
0εr(z)µr(z)− λ2

}
F (m) = 0 (6)

さて，均質媒質の場合にならって G
(e)

s (r, r′)，

G
(e)

t (r, r′) をベクトル波動関数を用いて表現すると

G
(e)

s (r, r′) = − j

4π

∫ ∞

0

dλ

∞∑
n=0

2− δ0n

λh0

·
{
R(e)

n (λ)M
(1)
e
o

nλ
(h0, r)M

(1)
e
o

nλ
(h0, r

′)

+R(m)
n (λ)N

(1)
e
o

nλ
(h0, r)N

(1)
e
o

nλ
(h0, r

′)
}

(7)

G
(e)

t (r, r′) = − j

4π

∫ ∞

0

dλ

∞∑
n=0

2− δ0n

λh0

·
{
T (e)

n (λ)M
(1)
e
o

nλ
(r)M

(1)
e
o

nλ
(h0, r

′)

+T (m)
n (λ)N

(1)
e
o

nλ
(r)N

(1)
e
o

nλ
(h0, r

′)
}

(8)

となる．ここで R
(e)
n (λ)，R(m)

n (λ) は反射係数，

T
(e)
n (λ)，T (m)

n (λ) は透過係数であり，z = 0 にお

ける電磁界の境界条件によって決定される．また，h0

は z 軸方向の波数で h0 =
√
k2
0 − λ2 によって与えら

れる．ただし Im(h0) ≤ 0 である．更に

δ0n =

{
1, n = 0

0, n �= 0
(9)

はクロネッカーのデルタ，M
(1)
e
o

nλ
(h0, r)，N

(1)
e
o

nλ
(h0, r)

は真空中のベクトルモード関数である（注1）．一方，媒

質中のベクトルモード関数 M
(e)
e
o

nλ
(r)，N

(e)
e
o

nλ
(r) は

式 (4)を式 (3)に代入することによって得られ，

M
(1)
e
o

nλ
(r) =

{
∓n
ρ
Jn(λρ)

sin

cos
nφ ρ̂

−∂Jn(λρ)

∂ρ

cos

sin
nφ φ̂

}
F (e)(λ, z)

(10)

N
(1)
e
o

nλ
(r) =

1

k0εr(z)

·
{
∂Jn(λρ)

∂ρ

dF (m)(λ, z)

dz

cos

sin
nφ ρ̂

∓ n

ρ
Jn(λρ)

dF (m)(λ, z)

dz

sin

cos
nφ φ̂

+λ2Jn(λρ)F
(m)(λ, z)

cos

sin
nφ ẑ

}
(11)

となる．ただし，ρ = 0 で電磁界が発散しないように

するために Zn(λρ) = Jn(λρ) とした．

2. 2 反射係数と透過係数

反射係数 R
(e)
n (λ)，R(m)

n (λ) と透過係数 T
(e)
n (λ)，

T
(m)
n (λ) は z = 0 における電磁界の接線成分の連続

性，すなわち ẑ×G
(e)

t の連続性と
1

µr(z)
ẑ×∇×G

(e)

t

の連続性から計算することができて，



R

(e)
n (λ) =

jh0µr(0)− dF (e)(λ, z)/dz

F (e)(λ, z)

∣∣∣∣
z=0

jh0µr(0) +
dF (e)(λ, z)/dz

F (e)(λ, z)

∣∣∣∣
z=0

T
(e)
n (λ) =

1 +R
(e)
n (λ)

F (e)(λ, 0)

(12)

（注1）：付録 1. 参照
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

R

(m)
n (λ) =

jh0εr(0) − dF (m)(λ, z)/dz

F (m)(λ, z)

∣∣∣∣
z=0

jh0εr(0) +
dF (m)(λ, z)/dz

F (m)(λ, z)

∣∣∣∣
z=0

T
(m)
n (λ) =

1 +R
(m)
n (λ)

F (m)(λ, 0)
(13)

となる．このように，反射係数も透過係数も φ 方向の

モード次数 n に無関係であるから，以降 n を省略す

る．なお，F (e)(λ, 0) = F (m)(λ, 0) = 1 とおいても一

般性を失わない．

2. 3 不連続部の取扱い

z = zs < 0 において µr(z)，εr(z) が不連続に変

化したとする．このとき電磁界の境界条件，すなわち

ẑ × G
(e)

と
1

µr(z)
ẑ ×∇×G

(e)

の連続性より次の条

件を得る．


F (e)(λ, zs − 0) = F (e)(λ, zs + 0)

1

µr(z)

dF (e)(λ, z)

dz

∣∣∣∣
zs−0

=
1

µr(z)

dF (e)(λ, z)

dz

∣∣∣∣
zs+0

(14)




F (m)(λ, zs − 0) = F (m)(λ, zs + 0)

1

εr(z)

dF (m)(λ, z)

dz

∣∣∣∣
zs−0

=
1

εr(z)

dF (m)(λ, z)

dz

∣∣∣∣
zs+0

(15)

2. 4 電気壁と磁気壁

z = zd < 0 に完全電気壁があったとすると，

ẑ ×G
(e)

t = 0 より


F (e)(λ, zd) = 0

dF (m)(λ, z)

dz

∣∣∣∣
zd

= 0
(16)

を得る．特別な場合として，εr(z) = εr = 一定，

µr(z) = µr = 一定 とすると，式 (5)，(6) より，h1 =√
k2
0εrµr − λ2 として，F (

e
m )(λ, z) = A(

e
m )ejh1z +

B( e
m )e−jh1z と書けるから，2. 2と式 (16)より A(

e
m ),

B( e
m ) 及び R

(e)
n ∼ T

(m)
n が容易に定まる．これらを

式 (10)，(11) に代入し，更にこれらを用いて式 (7)，

(8)を書き換えると，文献 [15]の 11.5 節と同じ結果を

得る．

一方，完全磁壁の場合は
1

µr(z)
ẑ × ∇ × G

(e)

t = 0

より


dF (e)(λ, z)

dz

∣∣∣∣
zd

= 0

F (m)(λ, zd) = 0

(17)

となる．

3. ダイアディックグリーン関数の簡略化

付録 2. に示すように，式 (7) の M
(1)
e
o

nλ
(h0, r)

M
(1)
e
o

nλ
(h0, r

′)，N
(1)
e
o

nλ
(h0, r)N

(1)
e
o

nλ
(h0, r

′) の n に

関する総和と，式 (8) の M
(1)
e
o

nλ
(r)M

(1)
e
o

nλ
(h0, r

′)，

N
(1)
e
o

nλ
(r)N

(1)
e
o

nλ
(h0, r

′) の n に関する総和をベッセ

ル関数に関する加法定理

J0

(
λ|ρ − ρ′|

)
=

∞∑
n=0

(2− δ0n) Jn(λρ)

Jn(λρ
′) cosn(φ− φ′) (18)

を用いて J0 (λ|ρ − ρ′|) の ρ，φ，ρ′ 及び φ′ の偏微

分表現に変換した後に，円柱座標と直角座標との関係

式 x = ρ cosφ，y = ρ sinφ と

∂2J0

∂x2
+
∂2J0

∂y2
= −λ2J0(λ|ρ − ρ′|) (19)

を用いると，円柱座標のベクトルモード関数で表した

ダイアディックグリーン関数 (7)，(8)は以下のような

直角座標における表現に直すことができる．

G
(e)

s (r, r′)

=




P
(e)
s +

∂2Qs

∂x2

∂2Qs

∂x∂y
0

∂2Qs

∂y∂x
P

(e)
s +

∂2Qs

∂y2
0

0 0 P
(m)
s




+
1

k2
0




−∂
2P

(m)
s

∂x2
−∂

2P
(m)
s

∂x∂y

∂2P
(m)
s

∂x∂z

−∂
2P

(m)
s

∂y∂x
−∂

2P
(m)
s

∂y2

∂2P
(m)
s

∂y∂z

−∂
2P

(m)
s

∂z∂x
−∂

2P
(m)
s

∂z∂y

∂2P
(m)
s

∂z2




(20)

ただし，
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P (e)
s (r, r′) = − j

4π

∫ ∞

0

λ

h0
R(e)(λ)

J0

(
λ|ρ − ρ′|

)
e−jh0(z+z′) dλ (21)

P (m)
s (r, r′) = − j

4π

∫ ∞

0

λ

h0
R(m)(λ)

J0

(
λ|ρ−ρ′|

)
e−jh0(z+z′) dλ (22)

Qs(r, r
′) = − j

4π

∫ ∞

0

R(e)(λ) +R(m)(λ)

λh0

J0

(
λ|ρ − ρ′|

)
e−jh0(z+z′) dλ (23)

である．なお，関数 Qs(r, r
′) は上式とは別な表現も

可能であるが（注2），式 (20)がやや煩雑となる．

透過波成分 G
(e)

t についても同様の計算を行うと

G
(e)

t (r, r′)

=




P
(e)
t +

∂2Q
(e)
t

∂x2

∂2Q
(e)
t

∂x∂y
0

∂2Q
(e)
t

∂y∂x
P

(e)
t +

∂2Q
(e)
t

∂y2
0

µr
∂Q

(m)
t

∂x
µr
dQ

(m)
t

∂y
µrP

(m)
t




+
1

k2
0




∂2

∂x2

{
1

εr

∂Q
(m)
t

∂z

}
∂2

∂x∂y

{
1

εr

∂Q
(m)
t

∂z

}
∂2

∂y∂x

{
1

εr

∂Q
(m)
t

∂z

}
∂2

∂y2

{
1

εr

∂Q
(m)
t

∂z

}
∂2

∂z∂x

{
1

εr

∂Q
(m)
t

∂z

}
∂2

∂z∂y

{
1

εr

∂Q
(m)
t

∂z

}

∂

∂x

{
1

εr

∂P
(m)
t

∂z

}
∂

∂y

{
1

εr

∂P
(m)
t

∂z

}
∂

∂z

{
1

εr

∂P
(m)
t

∂z

}




(24)

となる．ただし，

P
(e)
t (r, r′) = − j

4π

∫ ∞

0

λ

h0
T (e)(λ)

J0

(
λ|ρ − ρ′|

)
F (e)(λ, z)e−jh0z′

dλ (25)

P
(m)
t (r, r′) = − j

4π

∫ ∞

0

λ

h0
T (m)(λ)

J0

(
λ|ρ − ρ′|

)
F (m)(λ, z)e−jh0z′

dλ (26)

Q
(e)
t (r, r′) = − j

4π

∫ ∞

0

1

λh0
T (e)(λ)

J0

(
λ|ρ − ρ′|

)
F (e)(λ, z)e−jh0z′

dλ (27)

Q
(m)
t (r, r′) =

1

4π

∫ ∞

0

1

λ
T (m)(λ)

J0

(
λ|ρ − ρ′|

)
F (m)(λ, z)e−jh0z′

dλ (28)

である．このようにダイアディックグリーン関数を直

角座標による直角座標成分表現に変換できたことによ

り，媒質上の方形パッチアンテナや V形ダイポールア

ンテナの解析は円柱座標における表現 (7)，(8)を用い

るよりも格段に容易になったと考えられる．

4. 屈折率が −1 のDNGスラブに対する
電気型ダイアディックグリーン関数

本章では，図 2 に示すような厚さ d1 の DNGスラ

ブに対する電気型ダイアディックグリーン関数を導出

し，近傍電磁界の基本的特性を検討する．

4. 1 F (e)(λ, z) と F (m)(λ, z)

各層内で誘電率も透磁率も一定であるから，h1 =√
k2
0εrµr − λ2 とおくと，F (e)(λ, z)，F (m)(λ, z) は

A(
e
m ) ∼ C(

e
m ) を任意定数として，

F (
e
m )(λ, z)

=

{
A(

e
m )ejh1z+B( e

m )e−jh1z, −d1 ≤ z ≤ 0

C(
e
m )ejh0z, z ≤ −d1

(29)

図 2 屈折率が −1 の DNG スラブ
Fig. 2 DNG slab whose refractive index is −1.

（注2）：付録 3. 参照
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と表される．さて，ρ 方向の波数 λ を λ = 0 とし

たときの z 方向の波数は h1 = k0
√
εrµr となるが，

εr < 0，µr < 0 のとき，h1 = −k0

√
|εr||µr| の分

岐を選ばなければならないから [4]，任意の λ に関

してもこのような分岐を選ぶものとする．ここでは

εr = µr = −1であるから，h1 = −h0 となる．このよ

うな分岐を選んだとき，式 (29)の係数 A(
e
m ) ∼ C(

e
m )

間の関係を z = −d1 における境界条件 (14)，(15)に

よって定め，式 (12)，(13) に代入することにより，

R(e) = R(m) = 0 を得る．すなわち，屈折率が −1 の

DNGスラブはその近傍に置かれたアンテナの特性に

影響を及ぼさない．また，

T (e)F (e)(λ, z) = T (m)F (m)(λ, z)

=

{
e−jh0z, −d1 < z < 0

e2jh0d1ejh0z, z ≤ −d1

(30)

となるから，DNG媒質内では z の正の方向に進む波

だけが存在し，z ≤ −d1 では z の負の方向に進む波

だけが存在することが分かる．

4. 2 ダイアディックグリーン関数

式 (30)を式 (25) ∼ (28) に代入し，積分公式 [30]

∓j
∫ ∞

0

λ

h0
J0(λρ)e

−jh0|z| dλ =
e∓jk0

√
ρ2+z2√

ρ2 + z2

(31)

を用いると，−d1 < z < 0，z ≤ −d1 の各領域におけ

るダイアディックグリーン関数 G
(e)

1t (r, r
′)，G

(e)

2t (r, r
′)

を求めることができ，

G
(e)

1t (r, r
′)

=




1 +
1

k2
0

∂2

∂x2

1

k2
0

∂2

∂x∂y
− 1

k2
0

∂2

∂x∂z

1

k2
0

∂2

∂y∂x
1 +

1

k2
0

∂2

∂y2
− 1

k2
0

∂2

∂y∂z

1

k2
0

∂2

∂z∂x

1

k2
0

∂2

∂z∂y
−1− 1

k2
0

∂2

∂z2




G
(1)
0 (r, r′) (32)

G
(e)

2t (r, r
′) =

(
I +

1

k2
0

∇∇
)
G

(2)
0 (r, r′) (33)

となる．ただし，R1 =
√

|ρ − ρ′|2 + (z + z′)2，R2 =√
|ρ − ρ′|2 + (z + 2d1 − z′)2 としたとき，スカラグ

図 3 DNG スラブに対する伝搬経路
Fig. 3 Propagation path of DNG slab.

リーン関数 G
(1)
0 (r, r′)，G(2)

0 (r, r′) は次式で与えら

れる．

G
(1)
0 (r, r′)

=




1

4π

e−jk0R1

R1
, −z′ < z ≤ 0

− 1

4π

ejk0R1

R1
, −d1 ≤ z < −z′

(34)

G
(2)
0 (r, r′)

=




1

4π

e−jk0R2

R2
, z ≤ −2d1 + z′

− 1

4π

ejk0R2

R2
, −2d1+z

′<z<−d1

(35)

これらより，(ρ′, z′)（0 < z′ < d1）にある波源か

らの伝搬経路を描くと図 3 のようになる．この幾

何光学的伝搬経路はスネルの法則と文献 [1], [3] から

容易に想像できるが，式 (32)，(33) のようなダイ

アディックグリーン関数が求まったことにより，次

のようなことが分かる．(a) (ρ′, z′) にある電流源

J(ρ′, z′) = Jx(ρ
′, z′)x̂+ Jy(ρ

′, z′)ŷ + Jz(ρ
′, z′)ẑ の

イメージ電流は (ρ′,−z′) と (ρ′,−2d1 + z′) の位置

にでき，DNG 媒質内部の電磁界は J image
1 (ρ′,−z′)

によって，媒質透過領域 (z ≤ −d1) の電磁界は

J image
2 (ρ′,−2d1 + z′) から求められる．(b)J image

1
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の水平成分は J と同じ方向を向くが，垂直成分は逆

方向となる．これに対して J image
2 は J と同方向と

なる（注3）．また，式 (34)，(35)から，スカラグリーン

関数は観測点の位置によって異なり，(c) −z′ < z < 0

では (ρ′,−z′) を波源とする真空中のスカラグリーン
関数になるのに対して，−d1 < z < −z′ ではこのグ
リーン関数に負の符号を付け共役複素数をとらなけれ

ばならない．媒質透過領域 (z ≤ −d1)のスカラグリー

ン関数も同様である．

一方，式 (34)の第 2式及び式 (35)の第 2式をフー

リエ変換して時間領域に直すと，これらは波源に向

かって収縮する球面波となることから因果律を満たさ

ない．すなわち，すべての周波数範囲にわたって屈折

率が −1 になる媒質は存在しないといえる．しかし，

Drude分散やローレンツ分散のように屈折率が負にな

る周波数範囲が限られているなら，時間領域のグリー

ン関数は因果律を満たすから，このような DNG媒質

は存在し得ることになる [4], [31]．

5. 導体板付DNGスラブに対する電気型
ダイアディックグリーン関数

図 4 に示すような導体板付き DNGスラブに関して

も前章と同様に電気型ダイアディックグリーン関数を

容易に求めることができる．

5. 1 F (e)(λ, z) と F (m)(λ, z)

−d1 ≤ z ≤ 0 における関数 F (e)(λ, z)，F (m)(λ, z)

は式 (29)と同じ形となるから，これに z = zd = −d1

での境界条件 (16) を適用すると未定係数 A(
e
m )，

B( e
m ) が定まり，式 (12)，(13)より{
R(e)(λ) = −e2jh0d1

R(m)(λ) = e2jh0d1
(36)

及び

図 4 導体板付 DNG スラブ
Fig. 4 DNG slab becked by perfect conductor.




T (e)(λ)F (e)(λ, z)

= e−jh0z − e2jh0d1ejh0z

T (m)(λ)F (m)(λ, z)

= e−jh0z + e2jh0d1ejh0z

(37)

を得る．

5. 2 ダイアディックグリーン関数

式 (36) を式 (21) ∼ (23) に代入して前章と同様の

計算をすると，

G
(e)

s (r, r′)

=




−1− 1

k2
0

∂2

∂x2
− 1

k2
0

∂2

∂x∂y

1

k2
0

∂2

∂x∂z

− 1

k2
0

∂2

∂y∂x
−1− 1

k2
0

∂2

∂y2

1

k2
0

∂2

∂y∂z

− 1

k2
0

∂2

∂z∂x
− 1

k2
0

∂2

∂z∂y
1+

1

k2
0

∂2

∂z2




G
(s)
0 (r, r′) (38)

を得る．ただしスカラグリーン関数 G
(s)
0 (r, r′) は，

Rs =
√

|ρ − ρ′|2 + (z − 2d1 + z′)2 として，

G
(s)
0 (r, r′)

=




1

4π

e−jk0Rs

Rs
, z > 2d1 − z′

− 1

4π

ejk0Rs

Rs
, 0 < z < 2d1 − z′

(39)

によって与えられる．

このことからまず，電流源 J(ρ′, z′)のイメージ電流

J image は (ρ′, 2d1−z′)の位置にできることが分かる．
次に式 (38)より，J image の水平成分は J と逆方向と

なるのに対して，垂直成分は同方向となるから，イメー

ジ電流は結局 J image(ρ′, 2d1 − z′) = −Jx(ρ
′, 2d1 −

z′) x̂− Jy(ρ
′, 2d1 − z′) ŷ + Jz(ρ

′, 2d1 − z′) ẑ と表さ

れる．これらをもとに 0 < z′ < d1 にある電流源

J(ρ′, z′) のイメージ電流 J image を図示すると図 5

のようになる．

一方，−d1 ≤ z ≤ 0 の領域におけるダイアディッ

クグリーン関数 G
(e)

t (r, r′) は，式 (37) を式 (25) ∼
(28)に代入することによって得られ，

G
(e)

t (r, r′) = G
(e)

1t (r, r
′)−G

(e)

2t (r, r
′) (40)

（注3）：式 (34)，(35) の符号を考えると必ずしもこのような一義的な
方向を定めることはできないが，ここでは真空中のスカラグリーン関数，
すなわち式 (34)，(35) の第 1 式を基準として方向を定めることとした．
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図 5 イメージ電流
Fig. 5 Image current.

図 6 伝 搬 経 路
Fig. 6 Propagation path.

となる．ここで，G
(e)

1t (r, r
′)，G

(e)

2t (r, r
′) は前章の式

(32)，(33) と同じものであるが，式 (35) のスカラグ

リーン関数 G
(2)
0 (r, r′) の範囲だけが次のように変更

される．

G
(2)
0 (r, r′)

=




1

4π

e−jk0R2

R2
, z ≥ −2d1 + z′

− 1

4π

ejk0R2

R2
, z < −2d1 + z′

(41)

式 (38) ∼ (41)より，(ρ′, z′ < d1)にある点波源から

の伝搬経路を示すと図 6 のようになる．まず，z′ から

DNG媒質へ浸透する波は式 (40)のように G
(e)

1t (r, r
′)

と G
(e)

2t (r, r
′) の和によって表されるが，G

(e)

1t (r, r
′)

に対する伝搬経路は図 3 と同じである．G
(e)

2t (r, r
′)

によって表される電磁界のイメージも図 3 と同じよ

うに (ρ′,−2d1 + z′) にできるが，ここでの観測点は

−d1 ≤ z ≤ 0であるから，式 (41)より (ρ′,−2d1+z
′)

に向かう波となる．一方 z ≥ 0 の領域では，散乱界

に対するイメージは (ρ′, 2d1 − z′) の位置にできるが，

式 (39)より，z < 2d1 − z′ では (ρ′, 2d1 − z′)に向か

う波，z > 2d1 − z′ ではこの点から放射される波を表

すことになる．

6. 磁気壁付DNGスラブに対する電気型
ダイアディックグリーン関数

z = −d1 に磁気壁がある場合には，式 (17) の境界

条件より{
R(e)(λ) = e2jh0d1

R(m)(λ) = −e2jh0d1
(42)

及び


T (e)(λ)F (e)(λ, z)

= e−jh0z + e2jh0d1ejh0z

T (m)(λ)F (m)(λ, z)

= e−jh0z − e2jh0d1ejh0z

(43)

となるから，これらを式 (21) ∼ (23) 及び式 (25) ∼
(28)に代入して前章と同様の計算をすると，

G
(e)

s (r, r′)

=




1 +
1

k2
0

∂2

∂x2

1

k2
0

∂2

∂x∂y
− 1

k2
0

∂2

∂x∂z

1

k2
0

∂2

∂y∂x
1 +

1

k2
0

∂2

∂y2
− 1

k2
0

∂2

∂y∂z

1

k2
0

∂2

∂z∂x

1

k2
0

∂2

∂z∂y
−1− 1

k2
0

∂2

∂z2




G
(s)
0 (r, r′) (44)

G
(e)

t (r, r′) = G
(e)

1t (r, r
′) +G

(e)

2t (r, r
′) (45)

を得る．ただし上式のダイアディックグリーン関数

G
(e)

2t (r, r
′)を計算するためのスカラグリーン関数 G

(2)
0

は式 (41)によって与えられる．
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7. その他のダイアディックグリーン関数

前章までは，電流源に対する電気型のダイアディッ

クグリーン関数について述べてきたが，磁気型ダイア

ディックグリーン関数 G
(m)

(r, r′) は

G
(m)

(r, r′) =
1

µr(z)
∇×G

(e)

(r, r′) (46)

より求めることができる．また，磁流源 K(r) に対す

る磁界を与えるダイアディックグリーン関数は電磁界

の双対性より，


J(r) → K(r)

ε0εr(z) → µ0µr(z)

µ0µr(z) → ε0εr(z)

E(r) → H(r)

H(r) → −E(r)

(47)

の変換を行うことによって容易に求めることができ

る [32]．

8. む す び

本論文はまず，一次元層状不均質媒質に対するダイ

アディックグリーン関数を，円柱座標表現から直角座

標表現に変換した．円柱座標系のベクトルモード関数

の級数和と無限積分によって表されていたものを，無

限積分は残るものの直角座標に変換できたため，媒質

上の方形アンテナや任意の直線状アンテナを解析する

際に極めて便利になったと考える．

次に，DNG媒質をアンテナの分野に応用すること

を目的に，その第一歩として媒質の屈折率が −1 にな

る DNGスラブに対する厳密な直角座標表現のダイア

ディックグリーン関数を導出し，DNGスラブ近傍電

磁界の基本的な性質を明らかにした．また，電気壁あ

るいは磁気壁付 DNGスラブに対するダイアディック

グリーン関数を導出した．今後はより具体的なアンテ

ナの問題を検討する予定である．また，DNG媒質以

外のメタマテリアルについても同様の検討を行い，ア

ンテナ等への応用の可能性を探る予定である．
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付 録

1. 真空中のベクトルモード関数

m
(1)
e
o

nλ
(ρ, φ) = ∓n

ρ
Jn(λρ)

sin

cos
nφ ρ̂

− ∂Jn(λρ)

∂ρ

cos

sin
nφ φ̂ (A·1)

n
(1)
e
o

nλ
(ρ, φ) =

∂Jn(λρ)

∂ρ

cos

sin
nφ ρ̂

∓ n

ρ
Jn(λρ)

sin

cos
nφ φ̂ (A·2)

p
(1)
e
o

nλ
(ρ, φ) = Jn(λρ)

cos

sin
nφ ẑ (A·3)

とおくと，真空中のベクトル波動関数 M
(1)
e
o

nλ
(h0, r)，

N
(1)
e
o

nλ
(h0, r) は次式で与えられる．

M
(1)
e
o

nλ
(h0, r) = m

(1)
e
o

nλ
(ρ, φ)e−jh0z (A·4)

N
(1)
e
o

nλ
(h0, r) =

1

k0

{
−jh0n

(1)
e
o

nλ
(ρ, φ)

+λ2p
(1)
e
o

nλ
(ρ, φ)

}
e−jh0z (A·5)

2. ダイアディックグリーン関数の直角座標表現

式 (7)も式 (8)も同様にできるから，式 (7)を直角

座標表現に変換する方法について説明する．2. 2 で述

べたように，反射係数はモード次数 n に無関係である

ことを考慮し，付録 1. の関係を利用すると，式 (7)は

G
(e)

s (r, r′) = − j

4π

∫ ∞

0

dλ

λh0

[
R(e)(λ)A(λ)

+R(m)(λ)

{
−h

2
0

k2
0

B(λ)− j
h0λ

2

k2
0

C(λ)

− j
h0λ

2

k2
0

D(λ) +
λ4

k2
0

E(λ)

}
e−jh0(z+z′) (A·6)

となる．ただし

A(λ) =

∞∑
n=0

(2− δ0n)

m
(1)
e
o

nλ
(ρ, φ)m

(1)
e
o

nλ
(ρ′, φ′) (A·7)

B(λ) =

∞∑
n=0

(2− δ0n)

n
(1)
e
o

nλ
(ρ, φ)n

(1)
e
o

nλ
(ρ′, φ′) (A·8)

C(λ) =

∞∑
n=0

(2− δ0n)

n
(1)
e
o

nλ
(ρ, φ)p

(1)
e
o

nλ
(ρ′, φ′) (A·9)

D(λ) =

∞∑
n=0

(2− δ0n)

p
(1)
e
o

nλ
(ρ, φ)n

(1)
e
o

nλ
(ρ′, φ′) (A·10)

1670



論文／平面層状不均質媒質に対するダイアディックグリーン関数の簡略化と無損失 DNG スラブへの応用

E(λ) =

∞∑
n=0

(2− δ0n)

p
(1)
e
o

nλ
(ρ, φ)p

(1)
e
o

nλ
(ρ′, φ′) (A·11)

である．これらの級数和を計算し，式 (18) を用いる

と，例えば A(λ)は

A(λ) = ρ̂
1

ρ

∂

∂φ

{
1

ρ′
∂J0

∂φ′ ρ̂
′ − ∂J0

∂ρ′
φ̂′

}

− φ̂
∂

∂ρ

{
1

ρ′
∂J0

∂φ′ ρ̂
′ − ∂J0

∂ρ′
φ̂′

}
(A·12)

となる．次に円柱座標と直角座標との関係 x = ρ cosφ,

y = ρ sinφ などを用いると，式 (A·12)は

A(λ) =
∂2J0

∂y∂y′
x̂x̂− ∂2J0

∂y∂x′ x̂ŷ

− ∂2J0

∂x∂y′
ŷx̂+

∂2J0

∂x∂x′ ŷŷ (A·13)

と直角座標に変換できる．更に ∂/∂x′ = −∂/∂x,
∂/∂y′ = −∂/∂y と式 (19)を用いると式 (A·13)は

A(λ) =

(
λ2J0 +

∂2J0

∂x2

)
x̂x̂+

∂2J0

∂x∂y
x̂ŷ

+
∂2J0

∂y∂x
ŷx̂+

(
λ2J0 +

∂2J0

∂y2

)
ŷŷ

(A·14)

となる．式 (A·8)～式 (A·11)についても同様の計算を
行い，それらを式 (A·6)に代入すると式 (7)を得る．

3. 関数 Qs(r, r′) の別表現

h2
0 = k2

0 − λ2 であることを考慮すると，

1

λh0
=

1

k2
0

h2
0 + λ2

λh0
=

1

k2
0

(
h0

λ
+

λ

h0

)
(A·15)

となるから，式 (23)は

Qs(r, r
′) =

Q
(e)
s (r, r′) +Q

(m)
s (r, r′)

k2
0

+
P

(e)
s (r, r′) + P

(m)
s (r, r′)

k2
0

(A·16)

と変形できる．ただし

Q(e)
s (r, r′) = − j

4π

∫ ∞

0

h0

λ
R(e)(λ)

J0

(
λ|ρ − ρ′|

)
e−jh0(z+z′) dλ

(A·17)

Q(m)
s (r, r′) = − j

4π

∫ ∞

0

h0

λ
R(m)(λ)

J0

(
λ|ρ − ρ′|

)
e−jh0(z+z′) dλ

(A·18)

である．
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